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MODELIRANJE MULTIDIMENZIJSKE DINAMIKE [UMA
MODELLING MULTI-DIMENSIONAL FOREST DYNAMICS
SA@ETAK
Autor istra`uje sveobuhvatnu zakonitost rasta i razvoja {uma. Oslanjaju}i se
na klasi~ne i kvantne teorije, teorije nelinearnih dinami~kih sustava, teorije de-
terministi~kog kaosa, te osobne eksperimentalne spoznaje, otkriva formulu koja
opona{a rastenje {uma. To su kompleksne jednad`be rasta i prirasta, a rje{enja su
kompleksni brojevi. Preslika kompleksnih brojeva u faznom prostoru su dendro-
grami u kojima okomiti smjerovi prikazuju amplitude ili multidimenzionalne
vektore. Vodoravni smjerovi prikazuju prostor i vrijeme. Kompleksni brojevi su
skupovi koji predstavljaju mogu}a fizi~ka stanja i tvore apstraktni kompleksni
vektorski prostor rasta i prirasta. Integracijom kompleksnih brojeva dobiva se
prirast, a daljnjom integracijom rast debljinske i visinske strukture sastojine.
Kompleksni brojevi topolo{ka su dimenzija, a skupovi kompleksnih brojeva frak-
talna dimenzija {ume. Kompleksne jednad`be univerzalni su alati za modeliranje
multidimenzionalne dinamike {uma, numeri~ko utvr|ivanje stanja vitalnosti sta-
bla ili sastojine, prognozu razvoja debljinske strukture, visinskog i volumnog pri-
rasta, konstrukciju visinskih krivulja i jednoulaznih volumnih tablica, te kon-
strukciju prirasno-prihodnih tablica.
Klju~ne rije~i: rast i prirast, modeliranje {uma, kompleksne jednad`be, kom-
pleksni brojevi, dendrogram, kompleksni vektorski prostor
PROBLEM I CILJ ISTRA@IVANJA
PROBLEM AND RESEARCH OBJECTIVE
Kako za{tititi {ume? O tom problemu zasjeda i Forum za {ume Ujedinjenih na-
roda. Odr`ivo upravljanje {umama name}e se kao jedan od klju~nih ~imbenika ne
samo u kontekstu za{tite okoli{a, nego i u kontekstu ekonomskog i socijalnog raz-
voja ljudskog dru{tva. [uma je kaoti~ni nelinearni dinami~ki sustav. Dinami~ki su-
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1 "Hrvatske {ume" d.o.o., Zagreb, Ljudevita Farka{a Vukotinovi}a 2, 10000 Zagreb
stav je onaj sustav kojem se stanje tijekom vremena mijenja, sukladno s nekim pra-
vilom ili postupkom koji zovemo dinamika. U {umama, period je vrijeme koje
mora pro}i kada kro{nja ponovo prolista. Period kada stablo formira god jest jed-
na godina. Rast koji se iz godinu na godinu ponavlja je periodi~no gibanje. Takvo
gibanje mo`e se preslikati to~kama u faznom prostoru. To~ke opisuju krivulje
koje moraju imati zatvorenu petlju. Drugim rije~ima, periodi~nost nam daje
mogu}nost nadzora nad stabilno{}u {ume i numeri~ku prognozu rasta i prirasta
sastojine. [ume su titrajni sustavi koje postaju kaoti~ne, jer posjeduju element po-
vratne veze. Nelinearni sustavi koje prou~ava teorija kaosa su kompleksni sustavi
u smislu kako vrlo mnogo nezavisnih varijabli uzajamno djeluju na bezbroj na~ina.
Ti kompleksni sustavi imaju sposobnost uravnote`ivanja reda i kaosa (Stewart
1996).
Cilj je istra`ivanja prona}i sveobuhvatnu zakonitost rasta i razvoja {uma kako
bi se izradili modeli odr`ivog razvoja {umskih ekosustava. Prona}i modele potraj-
nog gospodarenja koji bi sa~uvali prirodnu strukturu i biolo{ku raznolikost {uma.
MODEL RASTA RASTA I RAZVOJA [UMA
MODEL OF FOREST GROWTH AND DEVELOPMENT
Klju~ spoznaje rasta i razvoja {uma su Logaritamska spirala i Zakon pri-
gu{enih sinusoidnih oscilacija. Alati za multidimenzijsko modeliranje stabla ili sa-
stojine su kompleksne jednad`be rasta i razvoja {uma (Bezak 1992, 1995, 2002,
2005):
rasta debljinske strukture d = Ae
- k t sin (pd t - ),
rasta visinske strukture h = Ae
- k t sin(ph t - ) – A sin(1 t)
Simboli u jednad`bama su: d – kompleksni brojevi debljinske strukture; h –
kompleksni brojevi visinske strukture; A – valne amplitude, e – baza prirodnog
logaritma; k – koeficijent otpora rastu; t – vrijeme; pd – koeficijent pulsacije
debljinskog rasta; ph, 1 – koeficijenti pulsacije visinskog rasta;  – fazni prostor
rasta.
Jednad`be koje u sebi sadr`e brzinu promjene nazivaju se diferencijalnim jed-
nad`bama. Brzina promjene neke veli~ine odre|ena je razlikom izme|u vrijedno-
sti te veli~ine u dvama bliskim trenucima. Ta razlika ozna~ena je gr~kim slovom 
(psi) koji zamjenjuje u izvornim jednad`bama prigu{enih i prisilnih gibanja brzinu
promjene s.
U kompleksnim jednad`bama univerzalna konstanta  = 2.664 amplituda je
AD {irenja kro{nje, a njezin zbroj i skalirana vrijednost s = 0.967 daje amplitudu
Ad = 5.328 debljinskog rasta.
Amplituda Ahd du`ine debla je eigenvrijednost ef = 4.669, skalirana vrijednost
sef = 4.090 je amplituda du`ine kro{nje Alk, a njihov zbroj Ah = 8.759 amplituda je
visinskog rasta.
Koeficijent pulsacije p umno`ak je perioda prirasta i konstante  koja pri-
bli`no iznosi 1/137. Zanimljivo je primijetiti da se konstanta gotovo jednake vri-
58
K. Bezak. 2006. Modeliranje multidimenzijske dinamike {uma
Rad. – [umar. inst. Jastrebar. 41 (1–2): 57–63
jednosti kao i konstanta  pojavljuje u fundamentalnoj fizici kao jedina bezdimen-
zionalna konstanta sastavljena od prirodnih konstanti. Mo`ebitna povezanost te
bezdimenzionalne konstante s univerzalnim pojavama koje ozna~avaju prijelaz iz
reda u kaos i obrnuto jo{ uvijek nije razja{njena.
Brzina prisilnog visinskog rasta poslije druge kulminacije visinskog prirasta
odre|ena je drugim ~lanom: 1 = 10 (1/137)
2 = 0.000532793 god -1
Amplitude, periodi, koeficijenti pulsacije i faze za hrast lu`njak (Quercus ro-
bur L.) prikazani su u Tablici 1.
Tablica 1. Univerzalni parametri sastojinske debljinske i visinske strukture hrasta lu`njaka




Parametri debljinske i visinske structure


















Prsni promjer d cm
Breast diameters d
cm
5.328 100/10 0.0729927 0.001
[irina kro{nje D m
Crown width D m
2.664 100/4 0.1824817 0.266
Visina stable h m
Tree height h m
8.759 100/5 0.1459854 0.876
Visina debla hd m
Stem height hd m
4.669 100/5 0.1459854 0.876
Du`ina kro{nje lk m
Crown length lk m
4.090 100/5 0.1459854 0.876
Koeficijent otpora rastu k jedini je nelinearni parametar u kompleksnim jed-
nad`bama. Numeri~ko vrednovanje stanja vitalnosti sastojine ili kro{nje detektira se
iteracijama koeficijenta k u kompleksnoj jednad`bi debljinskog rasta prema shemi:
harmoni~no – uravnote`eno – periodi~no – neperiodi~no – kaoti~no
harmonious – balanced – periodic – non-periodic – chaotic
0.001 – 0.027 – 0.050 – 0.073 – 0.999
DENDROGRAM RASTA DEBLJINSKE I VISINSKE STRUKTURE
DENDROGRAM OF GROWTH AND DEVELOPMENT OF DIAMETER AND HEIGHT
STRUCTURE
Rje{enja kompleksnih jednad`bi su kompleksni brojevi koji preslikani na Slici
1. pokazuju savr{eni sklad odnosa debljinske i visinske strukture jednog predomi-
nantnog (najdebljeg) stabla hrasta lu`njaka (Quercus robur L.). To su dendrogrami
u kojima okomiti smjerovi prikazuju amplitude ili multidimenzionalne vektore, a
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vodoravni smjerovi prikazuju prostor i vrijeme. Razvidna je periodi~nost debljin-
ske i visinske strukture. Dendrogram debljinskog rasta d i rasta kro{nje u {irinu
D je prigu{eno gibanje, visinskog rasta h i du`ine debla lk je prisilno gibanje.
Klasifikacijom strukturnih oblika sastojina na harmoni~no, ravnote`no, perio-
di~no, neperiodi~no i kaoti~no stanje dobivamo disipativnu strukturu {ume. Nu-
meri~ka klasifikacija strukture na stanja sastojina, kompleksnim jednad`bama
debljinskog rasta je jednostavna. Dovoljno je poznavati promjer stabla d i njegovu
starost kako bi iteracijama koeficijenta otpora rastu k uskladili brzinu modela s
brzinom debljinskog rasta stabla ili sastojine.
KOMPLEKSNI VEKTORSKI PROSTOR RASTA I PRIRASTA
COMPLEX VECTOR SPACE OF GROWTH AND INCREMENT
Kompleksni brojevi su skupovi koji predstavljaju mogu}a fizi~ka stanja i tvore
apstraktni kompleksni vektorski prostor rasta i prirasta. Integracijom komplek-
snih brojeva dobiva se prirast, a daljnom integracijom rast.
Na Slici 2. prikazan je kompleksni vektorski prostor prirasnih nizova {irina
kro{anja. Razvidna je dinamika prirasta, pribli`no harmoni~na za najdeblja stabla,
a kaoti~na za najtanja stabla u sastojini. Kompleksni vektorski prostor rasta
kro{nje u {irinu na Slici 3. pokazuje potpunu korelaciju s prsnim promjerom.
Optimalna {irina kro{nje hrasta lu`njaka (Quercus robur L.) u metrima mo`e se
izra~unati iz linearnog odnosa:
D = (+s ) /  + (s /2) d = 1.363 + 0.181 d
Prakti~na formula za procjenu optimalnog broja stabala N na jednom hektaru
povr{ine i procjenu obrasta sastojine.
Na Slici 4. prikazan je kompleksni vektorski prostor sastojinskog debljinskog
prirasta hrasta lu`njaka (Quercus robur L.). Vidljiva je dinamika razvojnog tijeka
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Slika 1. Dendrogram debljinske i visinske strukture za predominantno stablo
Figure 1 Dendrogram of diameter and height structure of predominant tree
sastojinskog te~ajnog godi{njeg debljinskog prirasta po dobnim razredima raspo-
na starosti deset godina. Intenzivan je pomak prirasnog niza tijekom prve kulmi-
nacije i ravnomjerniji tijekom druge kulminacije debljinskog prirasta. Uravno-
te`en za dominantna stabla, a kaoti~an za podstojna i prigu{ena stabla. Prirasni ni-
zovi po dobnim razredima dobivaju se istovremeno, kada iteracijama koeficijen-
tom k utvr|ujemo stanje sastojina. Iskoristimo li kompleksni vektorski prostor i
linearnu relaciju kako je druga derivacija debljinskog rasta srednjeg sastojinskog
stabla regresijska konstanta ds = a, pomo}u debljinskog rasta ds i njegovog pri-
rasta ids koeficijent regresije b izra~una se iz linearnog odnosa:
b = (ids - ds ) / ds
Prakti~na formula za numeri~ku procjenu sastojinskog debljinskog prirasta
bez bu{enja stabala. Vrijeme potrebno za ovakav obra~un mjeri se u sekundama.
Manje vremena nego uzimanje izvrtka Preslerovim svrdlom od jednog stabla.
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Slika 2. Kompleksni vektorski prostor prirasta
{irenja kro{nje
Figure 2 Complex vector space of crown width in-
crement
Slika 3. Kompleksni vektorski prostor rasta {irenja
kro{nje
Figure 3 Complex vector space of crown width
growth
Slika 5. Razvojni tijek srednje sastojinskog stabla ds
za disipativna stanja sastojine
Figure 5 Developmental course of mean stand tree ds
for dissipative stand conditions
Slika 4. Kompleksni vektorski prostor
debljinskog prirasta
Figure 4 Complex vector space of diameter
incremnt
Na Slici 5. prikazan je razvojni tijek debljinskog rasta srednje sastojinskog sta-
bala ds hrasta lu`njaka sukladno stanjima vitalnosti. Odnos razvojnog tijeka sred-
nje sastojinskog stabla u disipativnoj strukturi, prikazanog na Slici 5, model je
pra}enja potrajnog gospodarenja {umama, odre|ivanja smjernica gospodarenja i
klju~ni kriterij za odre|ivanje ophodnje.
Na Slici 6. vidljive su dvije kulminacije visinskog prirasta, prva prije dvadese-
te, a druga oko sedamdesete godine starosti sastojine. Na Slici 7. o~igledan je brz
rast sastojina do cca 70. godine, usporen do 120. godine starosti sastojine, a po-
tom visinski rast prestaje i dolazi do inverzije visinskih krivulja. Na Slici 7. razvid-
na je zakrivljenost pete dimenzije. Ovakav razvojni tijek visinskih krivulja zakoni-
tost je visinskog rasta i univerzalna je za sva vremena. Vrlo va`na spoznaja za kon-
strukciju standardnih visinskih krivulja i jednoulaznih volumnih tablica. Odnos
du`ine debla i du`ine kro{nje strogo je matemati~ki 0.533 : 0.467, a odre|uje ga




Priroda se pokorava relativno malom broju temeljnih zakona. Zakoni rasta i
razvoja {uma su kompleksne jednad`be, univerzalni alati za modeliranje multidi-
menzijske dinamike {uma.
Stabla su atraktori koji te`e svom fenotipskom obliku. Imaju matemati~ku
strukturu koja je odre|ena univerzalnim konstantama i brojevima:  = 2.664, ei-
genvrijedno{}u ef = 4.669, konstantom   1/137 i Eulerovim brojem e = 2.718.
Kompleksne jednad`be univerzalni su alati za numeri~ko utvr|ivanje stanja
vitalnosti stabla ili sastojine, prognozu razvoja sastojinske debljinske strukture, vi-
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Slika 6. Kompleksni vektorski prostor visinskog
prirasta
Figure 6 Complex vector space of height Increment
Slika 7. Model prostorno-vremenskog razvoja visina
Figure 7 Model of spatial-temporal development
of heights
sinskog i volumnog prirasta, konstrukciju visinskih krivulja i jednoulaznih volum-
nih tablica, te konstrukciju prirasno-prihodnih tablica.
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MODELLING MULTI-DIMENSIONAL FOREST DYNAMICS
Summary
The key to the perception of forest increment, growth and development lies in the loga-
rithm spiral and the law of damped sinusoidal oscillations. Complex equations are a model
of forest growth and development in space and time in six dimensions. The author obtained
a quantitative, numerical prediction on the basis of purely qualitative models. Complex
mapping provides long-term predictions of forest growth and development. In the context
of complex growth dynamics, the pulsation coefficients of diameter growth, of height
growth and of crown expansion are points at which the phenomenon of resonance might oc-
cur. A stand's condition and vitality may numerically be quantified with stand age, diame-
ter of mean stand treeand resistance coefficient. The solutions to complex equations are
compleks numbers which show perfect harmony between the diameter and height structure
of a tree. These are dendrograms in which vertical directions shows amplitudes or
multi-dimenzional vectors. Horizontal directions show space and time. Complex numbers
are sets which represent possible physical states and form abstract complex vector space of
growth and increment. Integration of compleks numbers results in increment and further
integration results in the growth of diameter and height structure.
Key words: modelling forests, growth and increment complex equations, complex
numbers, complex vector space
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